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1. 研究背景 
 ものつくりにおいて，PC上で仮想の製品を作りシミュレー
ションを行うことは，実際の試作品を用いて耐久性などをテ
ストするよりも低コストである．よって，ほとんどのメーカ
ーではシミュレーションが行われており，その実行には CAD
モデルが必要である．しかしデザイナーが指定した通りの
CAD モデルを使用したとしても，プレス加工におけるスプリ
ングバックなどの問題によりモデル通りの製品は得られな
い．そこで想定通りの製品を作るために，熟練技術者が CAD
モデルを変更することは往々にして行われている．これによ
り現物と CADモデルの間には差異が生じる．しかし現実に即
したシミュレーションのためには，現物と CADモデルを近づ
けることが重要で，このような要求から現物→CAD→FEA（有
限要素解析）のパスが必要とされており，それを実現する技
術をリバースエンジニアリングと呼ぶ． 
 
2. 研究目的 
 物体の接触時における応力（物体内部に働く力）は，その
接触部で大きな値を持つ．接触しやすい部位として“角
（sharp feature）”があるが，それをボリュームメッシュが
正確に再現できてなければ，シミュレーション結果は現実か
ら大きく乖離することになる．Fig. 1 におけるギアモデルか
ら作成した Fig. 2 のボリュームメッシュでは角が丸まって
しまっている．また，FEA（有限要素解析）のためのボリュ
ームメッシュはヤコビアンが正であるという制約を満たさ
なければならない．ヤコビアンとは要素のコーナーに接続す
る 3つの辺をベクトル a，b，cとしたときの三重積 
のことをいう．最終目的はヤコビアンが正である制約を満た
しつつ，角が正確に再現されたボリュームメッシュの自動生
成を行うことである． 
 
 
 
Fig. 1 Target Surface Mesh Fig. 2 Hexahedral Volume Mesh 
                without Sharp Features 
 
3. シミュレーション用モデル 
本研究では応力シミュレーションを応用先に想定する．そ
の実行のためには，四面体メッシュ（Fig. 3）や六面体メッ
シュ(Fig. 4)といったボリュームメッシュが必要になる．ボ
リュームメッシュの質は FEA の結果の精度に大きく影響し，
特に対象となる物体に適合した境界を持つ境界適合型六面
体メッシュは境界適合型の四面体メッシュよりも優位とさ
れ重要視されている．  
         
 Fig. 3 Tetrahedral Mesh   Fig. 4 Hexahedral Mesh 
 
4. 先行研究でのボリュームメッシュ生成 
4.1 フィッティングのアルゴリズム 
本研究では目的形状を包み込む様にボクセル群を発生
（Tao Ju 氏の Polymender[1]というソフトを使用）させ，そ
れを変形させることで六面体メッシュを得る．ある六面体要
素の面が他の六面体要素と共有されていない場合，その面を
境界面といい，その境界面を集めたものを表面という．目的
形状（Fig. 1）を包み込むように六面体メッシュ（Fig. 5）
を生成したが，このままでは表面が一致していない．よって
両者の表面をフィッティングする必要がある．フィッティン
グによる表面形状の位置決めは[2]で使用された手法を用い
る．その式は以下である． 
 
(1) 
 
(2) 
 
 
(3) 
 
ただし，   は表面を構成する 番目の頂点の動かした先の 
位置， は表面を構成する 番目の頂点の現在位置， は目 
的形状上の 番目の頂点，    は目的形状で  に一番近い 
頂点（対応点），  は  と境界辺で繋がった頂点，   は 
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    と境界辺で繋がった頂点，     は   に接続する境界 
辺の数， は現在位置におけるラプラシアン， は全境界辺 
の集合である．式(3)の第一項は現在位置のラプラシアンと
動かした先の位置のラプラシアンの差分なので表面の山や
谷の形状を保つ項．第二項は現在位置と動かした先の位置の
差分なので一度の最小化で  が大きく動くのを防ぐ項，第
三項は動かした先の位置と対応点の差分なので  を 
に近づける項となる．この最小化を達成する  を表面を構
成する全頂点に対して求めることで新しい表面が得られ，こ
れを何度も繰り返すことによりフィッティング結果が得ら
れる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 5 Initial Mesh 
 
4.2 ラプラシアンスムージング 
本研究では，新しい表面を得るたびに全表面頂点に対して
ラプラシアンスムージングを行っている．ラプラシアンスム
ージングとは，表面を構成する 番目の頂点を とした時， 
を と境界辺で繋がった   個の頂点の重心に向かっ 
て のラプラシアンの 倍      の変位を持たせて移
動することである．移動後の頂点を式で表すと， 
   
                    (4) 
 
である．境界面を構成する全頂点で，この動作を一斉に行う
ことを繰り返して，全ての境界辺の長さを少しずつ等しくす
ることができる． 
 
4.3 アップサンプリング 
Mehraら[2]は  から目的形状に対して垂直に下ろした足 
を   としているが，本研究では目的形状上の  に一番
近い頂点を    としている．しかし，Fig.1の様に頂点の
粗密がある場合は，足付近に頂点が無いという問題が起こり，
そのままフィッティングを行うと，Fig. 6のように辺の向き
や長さが不揃いになってしまい，シミュレーションの精度は
大きく低下してしまう．そこで本研究では，その問題を改善
するために，目的形状上にアップサンプリングを行うことで
候補点を増やす，川原田ら[3]の手法を試みた．アップサンプ
リングは目的形状を構成する三角形を分割することによっ
て行った．分割方法は 1つの三角形を 4分割するようにした
が，それを行う回数によって，分割数を変えることができる．
Fig. 6の左図がアップサンプリングを使用していない結果，
右図が使用した結果である．アップサンプリングを使用する
ことで，辺の向きや長さを揃えることができたが，角の再現
が失われていることがわかる．これは，目的形状上の頂点で
角を再現している頂点が   として選ばれていないこと
が問題である．シミュレーションの精度のために辺の向きや
長さを揃えつつ，角を再現する必要がある． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6 The Difference between Resulting Surface Meshes  
without/with Up-Sampling 
 
5 法線ベクトルの考慮 
5.1 法線ベクトルを考慮したフィッティングアルゴリズム 
 目的形状をアップサンプリングした後も角を正確に再現
できるように考えたのが法線ベクトルを考慮する方法であ
る．法線ベクトルの格納方法を目的形状，六面体メッシュ表
目それぞれで説明する．目的形状は三角形で構成されており，
そこから 3 種類の頂点を取得する．目的形状を元々構成して
いる頂点，辺上をアップサンプリングした頂点と三角形内部
をアップサンプリングした頂点である．各頂点には頂点が属
する三角形の法線ベクトルをその枚数分持たせている．なお，
各法線ベクトルは正規化している．六面体メッシュ表面は四
角形で構成されているが，四角形を三角形化し外積から三角
形の法線ベクトルを計算している．その三角形に属している
全境界頂点に計算した法線ベクトルを正規化したものを持
たせている．法線ベクトルを考慮する方法として，まずは       
を選ぶ条件を変更した．今までは距離の近さだけで評
価していたが，法線ベクトルの向きも考慮して以下とした． 
 
                     (5) 
 
   は  が持つ   番目の法線ベクトル，  は  が持
つ  番目の法線ベクトル， は  の本数， は  の本 
数である．  ，   に共有する三角形分の法線ベクトルの平
均を持たせる手法もあるが，法線ベクトルの平均が一致して
もそれぞれの面の向きが異なる場合があるため，本研究では
共有する三角形分の法線ベクトルを複数本持つことにした．
これで，各面の向きが個別に反映される．法線ベクトルの対
応のさせ方は，表面形状頂点の法線ベクトルの組    の
各法線ベクトルと目的形状頂点の法線ベクトルの組       
の各法線ベクトルで内積をとる．  に対し最も向きが近い
法線ベクトル  を選び，  に対しても最も向きが近い法
線ベクトル     を選ぶ． 
  ：  と  の内積，   と   の内積の総和 
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例えば二本の法線ベクトルを  ，  がそれぞれ持っている
とすれば，  と   の各法線ベクトルの組み合わせ    と  
     ，    と     の二組がどちらも近くなるような   を 
とする． 
さらにフィッティングの式に法線ベクトルを近づける項
を追加し，第一項から第三項は全境界頂点で和を取り，第四
項では全境界辺で和を取るようにした．なお表面形状の辺に
は 4 本の法線ベクトルを格納している．式は以下である． 
 
 
 
(6) 
 
 
ただし，    は境界辺  に接続する法線ベクトルの集合， 
     は， の両端点  ， に対応した   ，  が持つ 
複数法線ベクトルから選ばれた二本の法線ベクトルの集合，   
は境界辺の数，   は   に繋がっている三角形のうち 
   に対応するものの面積の二倍である．第四項は，複数
法線ベクトル  と    の間の不一致率の境界辺全体
での総和である．辺に格納する理由は，表面を三角形化した
際にできる架空の対角線がモデルの角（sharp feature）に乗
ってしまうのを防ぐためである．上式の 4 項目において辺で
の法線ベクトルの対応を考えているが，4 項目での には境
界辺しか含まれないので架空の対角線が最小化の際に考慮
されず，架空の対角線が角の乗ることを防いでいる．全ての
項で全境界頂点や全境界辺で和を取る理由は，ある境界頂点
での最小化によって他の境界頂点の値が増加するのを防ぐ
ためである． 
 
5.2 法線ベクトルを考慮したラプラシアンスムージング 
 角を再現している境界頂点では角を保つラプラシアンス
ムージングを行うようにした．各境界頂点が角を再現してい
るかどうかは，目的形状上の境界辺を共有している二枚の境
界面のデータを引用し，法線ベクトルを計算し，法線ベクト
ルの内積が閾値以下になれば角を再現している境界辺であ
るとして，その境界辺を構成する二つの境界頂点に角を再現
しているという情報を格納することを全境界辺に対して行
い，その情報をチェックすることで調べるようにした．角を
保つラプラシアンスムージングは，角を再現している境界頂
点において，通常のラプラシアンスムージング後の移動先へ
のベクトルを，角を再現している辺に正射影して得られたベ
クトルで移動することで達成される．これにより，一度角を
再現した境界頂点がラプラシアンスムージングの結果，角か
ら離れてしまうことは無くなる．法線ベクトルを考慮し角を
保つラプラシアンスムージングを用いた結果が Fig. 7であ
る．Fig. 6と比較すると角の再現ができるようになったこと
がわかる．しかし，セルの拡大図を見ると矢尻形のセルが出
てきており，こういったセルでは，ヤコビアンが負になるた
めシミュレーションを行う事はできない． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 7 The resulting Hexahedral Mesh  
       in Consideration of Normal Vectors 
 
6. 初期メッシュの操作 
6.1 クォータニオンを用いたモデルの回転移動 
Poly Mender[1]は zyx ,, 軸に沿うように，目的形状を包み
込むボクセル群を生成する．よって，目的形状を入力する際，
各軸に対するモデルの姿勢をきちんと考えなければ，Fig. 1
のように面対称な目的形状だとしても，初期メッシュは Fig. 
5 のように面対称にならない．最終的なボリュームメッシュ
が，目的形状を正確に再現するためには，初期メッシュが目
的形状の特徴をできる限り再現している方が良い．ここで役
に立つのがクォータニオンである．クォータニオンは，１つ
の実部 tと３つの虚部  ,, を用いて         
と表せる．クォータニオン   を 
    ，               と表わし，その
掛け算を， 
と定義する．回転を表すクォータニオンの場合，原点を中心
とした軸ベクトルを       ，回転する角度を thとすると， 
 
                         (7) 
と表すことができ，この共役四元数Rは， 
 
                                                  (8) 
となる．今，三次元座標上に座標                   があ
るとき，回転後の座標は，                            と
なる．このアルゴリズムを用いて目的形状を回転し，新しく
得た初期メッシュが Fig. 8 である．面対称である特徴を再
現できていることがわかる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 8 Initial Mesh Made from Rotated Target Surface Mesh 
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6.2 セルの削除 
 シミュレーションを行う際，ボリュームメッシュ中の特異
点では離散化誤差が大きくなる．ボクセルが多様体であると
仮定する時，四つのセル，四本の境界辺に共有される境界頂
点を正則点と呼び，それ以外の境界頂点を特異点と呼ぶ．特
異点であるかどうかは，フィッティングに依存しないため，
初期メッシュの特異点の減少がそのまま最終的な六面体メ
ッシュの特異点の減少となる．よって，本研究では，独自の
評価式を用いて，セルを削除することで，初期メッシュの特
異点を減少させる．評価式は以下である． 
 
                    (9) 
 
 
ivv はセルの i番目の境界頂点， itv は目的形状上で ivv に一
番近い頂点，M はセルの境界頂点の総数，Lはセルの一辺
の長さ，S はセルの特異点の総数である．セルの削除前，削
除後でそれぞれ評価式の値を比較し，削除後に値が小さくな
る場合のみ，そのセルを削除する．Fig. 8のギアのモデルに
このアルゴリズムを使用した結果が Fig. 9 である．特異点
が減少していることがわかる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 9 Initial Mesh after Deletion of Cells 
 
7. セルの形状変形 
7.1 ヤコビアンについて 
本研究では，フィッティングの作業が終わった後，全ての
セルでスケールドヤコビアンを計算し，ヤコビアンが負の部
分を持つセルを変形することによって，全てのヤコビアンを
正にする．Fig. 10 の実線で表される六面体の頂点 P におけ
るヤコビアンは式で表すと以下となる． 
 cba                                  (10) 
で表される．これは，Fig. 10 の点線で表される平行六面体
の体積であり，ヤコビアンはセルを構成する全頂点で計算す
るので，１つの六面体セルにヤコビアンは８個あることにな
る．全てのセルに関して，たった１つでもヤコビアンの値が
負の頂点が存在すると，そのシミュレーションモデルを用い
てシミュレーションを行う事はできない．また本研究では，
正規化されたヤコビアンであるスケールドヤコビアンを考
えている．スケールドヤコビアンを式で表すと以下である． 
   cbacba                             (11) 
実際に Fig. 7 のギアのモデルでスケールドヤコビアンを計
算すると，228個の頂点でヤコビアンが負になっていた．  
 
 
 
Fig. 10 Jacobian 
7.2 セルの形状変形とその結果 
 ヤコビアンが負となる頂点を持つセルの代表として，矢尻
のように潰れたセルがある．本研究では，ヤコビアンが負の
頂点にラプラシアンスムージングをかける事で，この問題を
改善する．現在，ラプラシアンスムージングの移動量は，全
境界頂点のヤコビアンがちょうど正になるようにしている．
また buffer element 法を使用した上で，内部頂点の移動に
関してはポアソン方程式を解いている．これらを用いて得ら
れたモデルが Fig. 11であり，その全てのセルのスケールド
ヤコビアンを Table 1に表す．セルの変形前は，ヤコビアン
が負の頂点は 228個あったが，セルの変形を行うことで，全
てのヤコビアンを正にすることができた． 
 
 
 
 
 
Fig. 11 Research result 
Table 1 Scaled Jacobians of All Cells 
 
8. まとめ 
入力した目的形状に対して，ヤコビアンが正である制約を
満たしつつ，角が正確に再現されたボリュームメッシュの自
動生成を行うことができた．今後は，全てのヤコビアンを全
て 1に近づけると共に，更に形状の再現を追及し，全てのモ
デルに対応するようにしたい． 
 
参考文献 
[1]  Polymender,http://www.cs.wustl.edu/~taoju/code/p
olymender.htm(2014年 1月 6日アクセス). 
[2]  Ravish Mehra, Qingnan Zhou, Jeremy Long, Alla 
Sheffer, Amy Gooch,Niloy J. Mitra : Abstraction of 
Man-Made Shapes, ACM Transactions on Graphics, 28-5, 
pp. 1-10, 2009. 
[3]  川原田 寛，杉原 厚吉：細分化を用いた完全六面体メ
ッシュ生成，計算工学，16-2，pp. 12-15，2011． 
Scf
LM
tvvv
cf
M
i
ii
2
1
1 



0.1,5.1 21  cfcf
